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Zakladni vlastnosti funkci

Funkece je jednim z nejdilezitéjsich matematickych pojmd. S jednoduchymi
funkcemi jste se setkali jiz na zakladni $kole. V této rozsahlé kapitole

EnglishTerms >

v . o . P e e function funkce
roz$itfime podstatnym zptsobem znalosti o funkcich, jejich grafech graph grafu
a nékterych vlastnostech. Také si ukdZeme, jak mtiZeme tyto védomosti cartesian coordinates kartézské
vyuzit v bézném zivoté. Zkoumani funkeci a jejich vlastnosti se vénuje oblast soufadnice
matematiky nazyvana matematickd analyza. coordinate origin pocatek soufadnic

coordinate soufadnice
decreasing function klesajici funkce

E - domaine definicni obor
Zapamatujeme st maximum maximum
Funkci na mnoziné M C R rozumime predpis, ktery kazdému ¢islu minimum - minimum
mnoZiny M p¥ifadi pravé jedno realné &slo. MnoZina M se nazyva non-decreasing neklesaji

AT non-increasing nerostouci
defini¢ni obor funkce. axial symmetry osova symetrie

e Funkce oznacujeme zpravidla malymi pismeny f, g, h atd. Defini¢ni obor funkce f zna¢ime D(f). Podobné D(g),
resp. D(h) oznac¢ime defini¢ni obor funkce g, resp. h. Neni-li defini¢ni obor bliZe specifikovan, hledame k dané
funkci vzdy maximalni mozny defini¢ni obor.

e Je-li f funkce na mnoziné M, pak ¢islo, které funkce f prifadi ¢islu x € M, oznac¢ime f(x) a nazveme funkéni
hodnotou (hodnotou funkce) v bodé x nebo obrazem bodu x pii funkci f.
Mnozinu viech y € R, ke kterym existuje aspon jedno x € D(f) takové, Ze y = f(x), nazyvame oborem hodnot
funkce fa znac¢ime H (f).

e Funkci na mnoziné M C R si miizeme predstavit jako ,,mlynek, do kterého vstupuji ¢isla z mnoziny M a vystupem
jsou odpovidajici funkéni hodnoty. Fungovani takového ,,mlynku“ v piipadé funkce f(x) = x* + 2 je znazornéno na
nasledujicim obrazku:

Na zéakladni skole jste sestrojovali grafy nékterych funkci v kartézské soustavé souradnic Oxy.

zapamatujeme si

Grafem funkce fve zvolené soustavé souradnic Oxy v roviné je mnozina vSech bodi [x, f(x)], kde x € D(f).

Nyni se seznamime s nékterymi vlastnostmi funkci, cozZ nam miiZe vyznamné pomoci pfi sestrojovani jejich grafi.

zapamatujeme si

Funkce f se nazyva suda funkce, pokud:
1. prokazdéx e D(f)jetaké —x € D(f),
2. prokazdé x € D(f) plati f(x) = f(—x).

Pozndmka: Uvédomte si, Ze 1. podminka v definici sudé funkce tika, Ze defini¢ni obor takové funkce je mnozina
»symetricka“ kolem bodu 0 a graf sudé funkce je osové soumérny podle osy y.
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Zakladni vlastnosti funkci

zapamatujeme si

Funkce f'se nazyva licha funkce, pokud:
1. prokazdéx e D(f)jetaké —x e D(f),

2. pro kazdé x € D(f) plati —f(x) = f(—x).

Pozndmka: Uvédomte si, Ze 1. podminka v definici liché funkce opét fika, zZe defini¢ni obor takové funkce je mnozZina
»symetricka“ kolem bodu 0 a graf liché funkce je stfedové soumérny podle poc¢atku soustavy souiadnic Oxy.

zapamatujeme si

Funkece f se nazyva
1. rostouci,

2. neklesajici,
3. klesajici,
4. nerostouci
na mnoziné A C D(f), pokud pro vSechna x;, x, € A, x; < x, plati:

L flx) <f(x),

Ma-li funkce fna mnoZiné A C D( f) nékterou z vlastnosti 1. - 4., fikdme, Ze funkce fje monoténni na mnoziné A.

Priklad grafu rostouci, neklesajici, klesajici a nerostouci funkce je na nasledujicim obrazku.

Ay

A\
-

zapamatujeme si

Funkce f'se nazyva zdola omezena na mnoziné A C D( f), pokud existuje ¢islo d takové, Ze pro vSechna x € A,
plati f(x) > d.

Funkce f'se nazyva shora omezena na mnoziné A C D(f), pokud existuje ¢islo h takové, Ze pro vSechna x € A,
plati f(x) < h.

Funkce f se nazyva omezena na mnoziné A C D(f), pokud je omezena zdola i shora.
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Z3akladni vlastnosti funkci

Pri sestrojovani grafi funkeci plati nékolik obecnych pravidel. Méjme néjaky graf funkce y, = f(x). UkdZeme si, jak
nakreslit grafy nasledujicich funkei:

1. y =f(x) + ¢, kde ¢ > 0 je redlné cislo.

Zvétsime-li kazdou moznou hodnotu f(x) o konstantu ¢, dostaneme vyraz f(x) + c. ZvétSeni funkéni hodnoty
predstavuje posun grafu po ose y smérem ,nahoru” o konstantu c, jak vidime na obrazku.

A)

V ptipadé, Ze ¢ < 0 se graf posouva po ose y smérem ,,dolti“.

2.y =f(x+c), kde ¢ > 0 je redlné cislo.

ZvétSime-li kazdou moznou hodnotu x o konstantu ¢, dostaneme vyraz x + c. Tedy napiiklad f(0) = f(—c),
protoze —c + ¢ = 0. Znamena to, Ze hodnotu, které nabyva funkce f(x) v bodé 0, nabyva funkce f(x + ¢) jiz
v bodé€ —c. Posouvame tedy graf po ose x smérem ,,vlevo“ o konstantu c, jak vidime na obrazku.

A)Y

O ST
S

V ptipadé, Ze ¢ < 0 se graf posouva po ose x smérem ,,vpravo“.

3.y=-fx
Pridanim znaménka minus se v§echny kladné hodnoty f(x) zméni na zaporné (a také vSechny zaporné hodnoty se
zméni na kladné), ale se stejnou vzdalenosti od osy x. Tedy grafy f(x) a —f(x) musi byt osové soumérné podle osy x,

jak vidime na obrazku.
4

X
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Z3akladnt vlastnosti funkci

4.y=f(x)|

Z definice absolutni hodnoty vime, Ze pro nezaporna x je |x| = x. Pro nezaporné hodnoty f(x) jsou tedy grafy f(x)
a | f(x)| totozné.

Pro zadporna x je |x|= —x. Tedy pro zaporné hodnoty f(x) jsou grafy f(x) a |f(x)| = —f(x) osové soumérné podle osy x
(to vime z piedchoziho bodu 3).

5.y=f(=x)

Pridanim znaménka minus se kladné hodnoty x zméni na zaporné a naopak. Tedy grafy f(x) a f(—x) budou osové

soumérné podle osy y.

~
6.y =f(x|)

Z definice absolutni hodnoty vime, Ze pro nezaporna x je |x| = x. Pro nezaporné hodnoty x jsou tedy grafy f(x)
a f(|x|) totozné.

=<V

Pro zaporna x je |x| = —x. Tedy pro zaporné hodnoty f(x) jsou grafy f(x) a f(|x|) = f(—x) osové soumérné podle osyy
(to vime z pfedchoziho bodu 5).
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S fadou dal$ich vlastnosti a pojm1, které se tykaji funkci, se seznamime v ostatnich kapitolach tématu Funkce.
Z davodi rychlejsi orientace uvadime na tomto misté prehled vSech definovanych pojmu a vlastnosti. Jejich
podrobnéjsi vysvétleni, procvic¢eni a priklady najdete v konkrétnich kapitolach.

pojem / vlastnost

funkce
defini¢ni obor
obor hodnot

graf funkce

funkce suda/licha

funkce periodické

funkce rostouci/klesajici

funkce omezené

maximum/minimum funkce

funkce konvexni/konkavni

funkce prosta

funkce inverzni

funkce slozena

vysvétleni

Funkci na mnoziné M C R rozumime piedpis, ktery kazdému ¢islu mnoziny M
prifadi prave jedno realné cislo.

Mnozina M se nazyva defini¢ni obor funkce a zna¢ime D ( f). Mnozinu vSech
¥y € R, ke kterym existuje asponi jedno x € D(f) takové, Ze y = f(x), nazyvame
oborem hodnot funkce fa znaé¢ime H(f).

Grafem funkce fve zvolené soustavé souradnic Oxy v roviné je mnozina vSech
bodi [x, f(x)], kdex € D(f).

Funkce f se nazyva suda funkce, pokud:
1. pro kazdé x e D(f) je také —x € D(f),
2. pro kazdé x € D (f) plati: f(x) = f(—x).

Funkce f se nazyva licha funkce, pokud:
1. pro kazdé x € D(f) je také —x € D (f),
2. pro kazdé x € D (f) plati: —f(x) = f(—x).

Funkce f se nazyva periodicka funkce, pokud existuje realné ¢islo d > 0 takové,
ze pro vSechna x, x + d € D(f) plati: f(x) = f(x + d).
Nejmensi takové d se nazyva periodou funkce.

Funkce f se nazyva rostouci, resp. neklesajici, resp. klesajici, resp. nerostouci
na mnoziné A C D(f), pokud pro v§echna x,, x, € A, x, < X, plati:

f(x) <fxy), resp. f(x;) <f(x,), resp. f(x;) > f(x;), resp. f(x;) = f(x,).

Funkce f se nazyva zdola omezena na mnoziné A C D(f), pokud existuje ¢islo d
takové, Ze pro vSechna x € A plati f(x) > d.

Funkce f se nazyva shora omezena na mnoziné A C D (f), pokud existuje ¢islo h
takové, Ze pro vSechna x € A plati f(x) < h.

Funkce f se nazyva omezena na mnoziné A C D (f), pokud je omezend zdola
ishora.

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé s maximum, jestliZe pro viechna x € D (f) plati:

f(x) < f(s).

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé t minimum, jestliZe pro viechna x € D ( f) plati:
Jx) > f(¥).

Rekneme, Ze funkce fje konvexni na intervalu I C D (f), je-li mnoZzina
N, (f) ={[x,y]| x €I,y > f(x)} konvexni mnoZina.

Rekneme, Ze funkce fje konkavni na intervalu I ¢ D(f), je-li mnoZina
P, (f) ={[x,y]|x €I,y < f(x)} konvexni mnoZina.

Funkce f se nazyva prosta, jestlize pro vSechna x,, x, € D ( f) plati: Je-li x, = x,,
pak f(x;) = f(x,).
Inverzni funkci k prosté funkci fje funkce f ', pro kterou plati:

LD(f7)=H(f)
2.Kazdémuy € D(f ) je pfifazeno pravé to x € D(f), pro které je f(x) = y.

Pokud funkce g: y = g(t) ma defini¢ni obor D (g) a funkce f: t = f(x) ma obor
hodnot H(f) spliiujici podminku H(f) C D(g), pak funkeci h: y = g (f(x)) nazyvame
slozenou funkci a zna¢ime h=go f.
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Z3akladni vlastnosti funkci

Priklad 1
Urcete defini¢ni obor funkce:

a)fiy=>5x+2

2
b) ch:yzm
4

i T

reSeni
a)fiy=5x+2
1. krok
Do vyrazu 5x + 2 mtZeme za x dosadit libovolné realné ¢islo a vyraz ma smysl.

2. krok
Odtud plyne, Ze D(f,) = (—o0, 00).

2
b) f,iy=——
) fiy=——¢
1. krok

Do vyrazu

z muzeme za x dosadit jen takova ¢isla, aby hodnota vyrazu x — 5 byla rtizna od nuly.

2. krok
Regime nerovnicix — 5= 0

3. krok
Tedy x = 5.

4, krok
Odtud plyne, ze D(f,) = (—o0, 5) U (5, 00).

4
¢ firy=———
) J51 x*—5x+6
1. krok
Do vyrazu 7516 miZeme za x dosadit jen takova ¢isla, aby hodnota vyrazu x* —5x + 6 byla rtizna od nuly.
x°—5x
2. krok

Resime nerovnici x* —5x +6=0.

3. krok
Rozkladem vyrazu na soucin dostavame (x —2)(x—3) =0atedyx =2 ax = 3.

4, krok
Odtud plyne, ze D(f;) = (—o0, 2) U (2, 3) U (3, c0).
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